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1.1 Plano do Curso

1) Revisao de andlise vetorial

Operacoes basicas com vetores: notacao vetorial e em termos de componentes; Simbolo de
Levi-Civita; Comportamento sob rotacoes; Resumo de célculo diferencial; Teoremas Fundamentais;
Funcao delta de Dirac; Operadores em coordenadas Curvilineas.

2) Eletrostatica no Véacuo

2.1 Equacoes de Maxwel e Eletrostatica - Exemplos de calculos de campos elétricos.

2.2 Potencial eletrostatico 2.3 Lei da Gauss 2.4 Trabalho e Energia 2.5 Condutores e capaci-
tores 2.6 Propriedades das solucoes da Eq. de Laplace 2.7 Método das imagens 2.8 Separagao
de varidveis-coordenadas Cartesianas. 2.9 Separacao de varidveis-coordenadas esféricas 2.10 Se-
paracao de variaveis -coordenadas cilindricas 2.11 Problemas de Sturm Liouville-visao geral. 2.12
Expansao em multipolos.

3) Eletrostéatica em meios lineares 3.1 Polarizacao 3.2 Campos produzidos por polarizacao 3.3
Deslocamento elétrico 3.4 Dielétricos Lineares

4) Magnetostatica no vacuo Lei de Lorentz Lei de Bio-Savart divergéncia de rotacional do campo
magnético Potencial Vetor

5) Magnetostatica em meios materiais 5.1 Magnetizacao 5.2 Campos devidos & magnetizacao 5.3
Inducao magnética 5.4 Meios lineares e além.

1.2 Revisao de Analise Vetorial

1.2.1 Operagoes Basicas com Vetores

No nosso curso lidamos seguidamente com grandezas de natureza vetorial. A utilizacao correta da
notacao vetorial é um primeiro e importante passo para a compreensao das leis fisicas que regem o
electromagnetismo. Na nossa notacao basica, 1% representa um vetor cujos componentes sao: V7,
V5 e Vs, ou respectivamente V,,, V, e V.. Se o vetor tiver médulo igual a um, podemos ressaltar isso
com a notacao V. Nos referimos a uma componente genérica com indices de letras latinas, V; ou V;
por exemplo. Neste caso 7 ou j pode assumir qualquer dos valores 1, 2 ou 3, que representam x, y
ou z, respectivamente. Obs.: O modulo do vetor, V, é dado por V = /3% | V2. Atencao : Nao
utilizamos as letras i, j e k para designar os componentes z, y € z respectivamente.
Para referéncia relembramos as operagées basicas com vetores:

) Adlgao Usaremos sempre a notagao C=A + B. Observe as proprledades Comutatividade
(A+ B=B+A); existéncia do elemento neutro (A +0=A); associatividade (A+ (B+C)=(A+B)+C);
multiplicacao por escalar (a(ﬁ+§):ag+a§).

2) Produto escalar: A.B= AB cos 0.

3) Produto vetorial: C' = Ax B—vetor ortogonal a A e B com sentido pela regra da mao direita
e de modulo dado por ABsin 6.

Neste curso usaremos muito a notagao em termos de componentes:

3
=Y A = Age, + Ayéy + Ae, = A1é1 + Aséy + Asés. (1.2.1)



Observe a distingdo A;= componente na dire¢io é; (ntimero) e A;é;=projecao de A na mesma
direcao (vetor).
Regras basicas de manipulacao:
1) Adigao: adicionar cada componente.
2) Produto por escalar: multiplicar cada componente pelo escalar.
3) Produto escalar: Somar produtos dos componentes em cada diregao.
Vamos "demonstrar'esta tltima regra usando o simbolo "delta de Kronecker"d; ; que vale
1 quando i = j e 0 quando i # j. Assim vale sempre a regra >0 (qualquer coisa);5; ; =
(qualquer coisa); assim como Z 1 (qualquer coisa);d; ; = (qualquer coisa);, dai:
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Observe que a troca de indice de soma de ¢ para j na primeira linha foi essencial para manipular
os somatorios (Nunca repita os nomes (letras) de dois indices de soma distintos).

O calculo acima nos sugere adotar umas regras para simplificar a manipulagao com somas de
objetos com indices. A primeira observacao que fazemos é que é comum somar sobre o produtos de
dois objetos com mesmo indice ( Y7_, A;é;). Vamos adotar uma convengao chamada de convencao
de somatoério ou convencao de Einstein de sempre que houver dois indices repetidos num produto
deixar o somatorio subentendido. Assim temos que A4;¢; = Y2, A;é; ou que AjA; = ?:1 AjA;.
Observe que com o somatorio subentendido a letra que designa o indice é irrelevante (A;A; =
AjA; = ;’-:1 A;A;). A ordem com que aparecem os fatores é também irrelevante desde que nao
mudem os indices de cada fator (AzBZC]D] = AZCJBZD] = Zz AZBZ Zj Cij = AJBJClDZ) A
ultima igualdade acima se deve ao carater "mudo'"dos indices de somatorio, seu significado esta na
relacao que ele estabelece entre os fatores nas parcelas e nao nas letras que designam os indices.
Obs.: Caso seja necessério exibir o produto de dois objetos com indices genéricos sem soma sobre
os indices acrescentaremos o simbolo "SS", Sem Soma, & expressao.

O produto vetorial expresso em componente é dado por

€1 € €3

— —

Ax B = Al A2 Ag (122)
B, By Bs
Assim por exemplo o
(A X B)l = AQBg — AgBQ. (123)

A manipulacao de expressoes vetoriais utilizando a nota¢ao em termos de componentes pode ser
um instrumento bastante util. Apos um pouco de prética, acredito que o leitor se convencera disto.
A notacdo em termos de componentes permite expressar relacoes entre vetores diretamente como
relacoes entre os componentes destes vetores, e isto pode ser muito util do ponto de vista didatico.



Uma palavra de alerta me parece necessaria. A mistura da notagao vetorial com a notacdao em
termos de componentes somente deve ser realizada se houver seguranca do aluno. Por exemplo se
uma igualdade entre um vetor A e B esté estabelecida, ela pode ser expressa como

A=B (1.2.4)

ou como

No entanto nunca se deve misturar a notagao escrevendo algo como

A=B,. (1.2.6)

Enganos desta natureza ocorrem com frequenc1a incrivelmente alta, no calor da luta pelo apren-
dizado. Outro exemplo. Suponha que o vetor A seja igual ao produto do vetor B pelo produto
escalar entre os vetores C e D ok? Vocé pode expressar isto como: A= B(C’ D) ou A = BC; D;,
ou A; = BZ-(C.D) ou ainda A; = B;C;D;. Porém nao faz sentido escrever A= B;,C;Dj, ou

A; = B;,C;D; ou A; = Bi(é.Dj) ou .... Arriscando a pecar pela excesso de reiteracao da repeticao:
uma regra simples deve ser seguida, qual seja, se o lado direito de uma igualdade é um vetor, o
lado esquerdo também deve ser. Se o lado direito ¢ uma componente de um vetor, assim deve ser
o lado esquerdo.

1.2.2 Manipulando produto vetorial com o simbolo de Levi-Civita

O produto vetorial poder ser expresso de maneira simples em termos de componentes com a ajuda
do simbolo de Levi-Civita, €;;,. Este simbolo tem trés indices e todos eles podem assumir os valores
de 1 a 3 referentes a componentes x a z. H4 portanto 27 = 3 "componentes'para este simbolo.
Os seus valores sao, no entanto somente trés, 1 ou —1 ou 0. Eles sao determinados pela regra:

1, se 1,j,k=1,2,3 ou 2,3,1 ou 3,1,2.
€ijk = —1,seijk=21,3, oul,32o0u32]1. (1.2.7)
0, se qualquer indice repetir.

Vemos que €193 = 1 e que qualquer niimero impar de troca de dois indices muda o sinal, enquanto
trocas pares nao mudam. Resulta que ele é um simbolo totalmente antissimétrico, qualquer troca
de dois indices troca o sinal, €193 = 1 enquanto €93 = —1. E facil concluir , usando a convencao
de somatério, que

(14‘ X E)I = GijkAjBk: = EiijkBj (128)

ou igualmente (/T X E)] = €;ix Ai By
Uma propriedade béasica do simbolo de Levi-Civita que faz com que ele seja util num curso de
electromagnetismo é a seguinte (Convengao de somatorio implicital):

€ijk€imn = 5jm5kn - 5jn5km (129)

Demonstracao:



Temos que €;k€imn=€1jkE1mn T €2jk€2mn T €3jk€3mn. Note que devido ao carater totalmente an-
tissimétrico do simbolo de Levi-Civita, cada produto serd diferente de zero somente se os indices
j e k forem distintos, assim como os indices m e n. Além disto é preciso que {m,n} seja 0 mesmo
conjunto que {j,k}. A razdo é que se houver trés valores distintos entre os indices j, k, m e n,
necessariamente pelo menos um deles coincidird com 7, e o respectivo simbolo serda nulo. Assim
teremos necessariamente j = m e k =n ou j =n e k = m, para que haja contribui¢cao nao nula.
Para que €;;; seja nao nulo, é preciso que j # k e, ao somarmos em ¢, apenas para um valor de i
€k serd nao nulo. Neste caso o seu sinal serd o mesmo que o de €, se 7 = m e k = n, ou de
sinal oposto se j = n e k = m. Isto demonstra o resultado, ja que qualquer outra combinacao de
indices dara produto nulo.

A principal utilidade do simbolo de Levi-Civita estd em que ele permite a demonstragao rapida
de diversas identidades vetoriais. Para ganhar destreza na manipulacao com soma de termos com
indices vale acrescentar mais um resultado:

A contracao dupla de um simbolo com dois indices antissimétricos com outro se reduz & con-
tragdo com a parte antissimétrica daquele. Explico: Qualquer objeto com dois indices C;; pode
ser escrito trivialmente como Cy;;y + Cij) onde Cpijy = (Cij + Cji) /2 e Cpijp = (Cy — Cj) /2. Assim

Cijy = Ciny (parte simétrica) enquanto que Clij) = —Clji (parte antissimétrica ). Para demonstrar
o resultado acima, suponha que Aj; = —A;; e note que
AjCie = Ajw(Ciny + Criny) (1.2.10)

Para mostrar que A;;,Cj; = A;,Cj basta mostrar que o primeiro termo ¢ nulo (multiplicamos
por dois por conveniéncia):

24;,Chky = ApCiry + AjCiiny
= AjCpiry + AkClrjy (Indices mudos!)
= AjCury — AjCljy ( antissimetria do A)
= AjCury — AjCljry (simetria do Cry )
= 0.

-,

Corolario: Usando que (A x B); = ¢;;xA; By, pode-se notar entdo que (A x B) = —(B x A) e
portanto (A x A) = 0.

Problema: Usando o simbolo de Levi-Civita mostre que o produto vetorial de dois vetores Ae
B ¢ ortogonal a cada um deles. Demonstre ainda que: ]A' X §|2 = A’B? — (EE)Q, e interprete.

Como aplica¢do vejamos como obter algumas propriedades do produto triplo (escalar) de ve-
tores:

-,

A(BxC)=B.(CxA)=C.(AxB) (1.2.11)

Demonstracao :

g(é X é) EijkAiBjCk
é(é X /_f) = EijkBiCjAk
C_;(g X E) = EijkCiAjBk



Basta permutar ciclicamente os nomes dos indices ijk, para ter sempre no lado direito A; B;Cy,
e depois utilizar que o simbolo de Levi-Ciwita nao muda por permutacao ciclica para igualar os lados
direitos.

Exercicio: Demonstre que A.(B x () = (A x ).

Exercicio: Demonstre que A x (B x () = B(A. (j) C/(A.B). Obs: Utilize a Tegra para produto
de duas €,5. Aplicagio: vimos que B.(B (B 5 % é) 0. Qual a condi¢io para que B x (B X C) =07

—

~B.
B

1.2.3 Comportamento sob rotacao

Quando rodamos os eixos de coordenadas , y e Z em torno do eixo Z de um angulo 6 os componentes
de um vetor A nos novos eixos sao mudados para:

Al cost  senf 0 Ay
Ay | =] —senf cos 0 Ay (1.2.12)
Al 0 0 1 As

Do mesmo modo sob uma rotagao genérica os componentes de um vetor sao mudadas por uma
matriz ortogonal de determinante unitario (R~ = R” ou R;; = R;;') arbitréria:

Ay Ru Rz Rug Ay
Ay | =| Ba Rz Ry A (1.2.13)
Aj Rs1 Rz Rss As

Ou em notacao de componentes:

Vale a pena notar que este comportamento sob rotacao pode ser utilizado como a propria
definicao do que entendemos como um vetor, um objeto com trés componentes indexadas por um
indice (V;) que sob uma rotagao descrita pela matriz de rotacdo R se comporta como V; = R;;V;.
Generalizando, esta propriedade aplicada a objetos com mais de um indice pode ser utilizada para
definir tensores. Estes sao objetos cujos componentes com indices mudam sob rotagao de maneira
andalogas as de um vetor. Por exemplo um tensor de dois indices B;; tem seus componentes mudados
€como

Como exemplo de tensor temos objetos definidos a partir de dois vetores C;; = A;B; onde Ae
B sio vetores.

Ezxercicio: mostre que se A; e B; sao vetores entao A;B; € um escalar, isto €, um invariante
sob rotagoes. Se A;; € um tensor, enquanto B; é um vetor, o que € A;; B;7

1.2.4 Calculo diferencial-Resumo

I-Gradiente
Campo escalar: uma func¢ao definida em uma regiao do espaco tal que quando realizamos uma
rotacao o valor da funcao em cada ponto nao muda:



¢'() = ¢(r) (1.2.16)
Campo vetorial: um campo de vetores definidos um uma regiao do espago tal que quando

realizamos uma rotacao os componentes do vetor em cada ponto do espago mudam como um
vetor:

V() = Ry;V;(F) (1.2.17)

A partir de uma funcao escalar podemos construir uma funcao vetorial pela operacao de gra-
diente:

Vo(7) = 9;0(7)é; (1.2.18)

ou em COH’IpOHGHtGS

V0l = 00(7) =

O significado geométrico do gradiente esta contido no resultado de que uma variacao em primeira
ordem de uma funcao é dada por

(7). (1.2.19)

i

3(75) — B(Fa) = Ap = VAT = V. (Fy — 7). (1.2.20)

Assim ﬁgb ¢ um vetor que aponta na direcdo de maxima variacao do campo e cujo modulo é a
derivada direcional naquela dire¢io. E esse o conteido da equagdo (1.2.20).

A construcao de uma funcao vetorial, o gradiente, a partir de uma funcao escalar sugere que
seja util a 1ntrodu§a0 de um simbolo associado a esta operacao, o operador V. Dizemos que 0
operador V atuando no campo escalar ¢ leva a formacao do campo vetorial gradiente ngﬁ
operador gradiente pode ser manipulado de maneira muito semelhante & manipulacao de vetores
desde que com alguns cuidados:

V = dié;. (1.2.21)

Os cuidados a que me refiro residem em que o operador por si s6 nao ¢ um vetor, mas se comporta
como tal quando aplicado a funcoes de carater vetorial definido. Além disso, o operador atua nas
fungoes que estao a sua direita. Assim, 0;(pa) = (0;0)a + ¢(0;a) # PO

Exercicio: Demonstre, usando a regra da cadeia para derivadas, que o gradiente de um campo
escalar se comporta realmente como um campo vetorial. Isto é, sob uma rotagao , z; — x, tal
que z; = R;;x;, temos que

(V'¢)i = Ri;(Vo);. (1.2.22)

IT Divergéncia
Aplicando o operador gradiente a um campo vetorial, através da realizagao do "produto esca-
lar", produz um campo escalar chamado divergéncia do campo vetorial:

V.V =8,V (1.2.23)



Exercicio: Demonstre que a divergéncia de um campo vetorial ¢ um campo escalar. Isto é,
considere uma rotacao, x, = R;;x;, e como se transformam sob ela os componentes do vetor,
V! = R;;V; e as derivadas, mostrando que 0/V; = 0V,

Interpretacao : V.V mede se hd fontes ou sumidouros para o campo 1% conforme a divergéncia
seja maior ou menor que zero- Veja o teorema da divergéncia a sequir.

ITT Rotacional

él ég ég
VxV=|8 0 0 (1.2.24)
Vi Vo Vs
ou
(6 X ‘7), = eijkéij. (1.2.25)

Interpretacao :O rotacional mede se hd vortices ou circulagao do campo V- Veja o teorema de
Stokes a sequir.

Exercicio(resolvido): demonstre que o rotacional se comporta como um vetor:

Demonstracao :

(6 X ‘7)/ = Eijkﬁévkl
ort

/
arj

) (RimVim)

Gijk(

Usando que r; = R;;r; e a relagcdo inversa r; = R;jlr;- que envolve a matriz inversa de R, R™!
-1 o -1 ~
(R Rjx = Rij Ry, = 0i5) temos entdo que

ort
Eijk(Wal)(kaVm) = Eijk(nglal)(kaVm)

J

= eiijlekmal Vin
- Enjkéinlekaale
EnijnpR;il lekaal Vm-

Usamos agora a identidade

EnijnpleRk;m = eplmDet(R), (1226)

obtendo, jd que as matrizes de rotagao tém determinantes unitdrios:

8 l
eijk(a%al)(kavm) — eumDet(R)R; OV,

J

- Rip (Eplm al Vm)

Isto termina a demonstracao, jd que esta € a maneira como se transforma o componente i de
um vetor.



IV Identidades vetoriais:

Todas as regras de manipulacao algébrica de vetores podem ser repetidas substituindo-se um
vetor pelo operador V tomando cuidado com a ordem dos fatores ja que o operador V atua como
uma derivada e esta sujeito a regra da cadeia.

Exemplos:

1)Se ¢ e 1) sdo escalares, entao ﬁ(gbw) = ¢6w + ¢§¢- Se 1 for um ntmero constante, o
primeifo termo estara ausente.

V(W +¢)=Vip+Veo.

IHV.(pV) = (V¢).V +o¢V.V

Demonstragao : (qbV) ( Z(/5)‘/ + o0,V

AV.(Ax B) = B.(V x A)— A.(V x B).

Exercicio: Demonstre esta relaqao

BV X (oV)=¢V XV + Vo xV

Exercicio: Demonstre esta relagao.

6)A x (V x C)+C x (V x A) = V(A.C) = (AV)C -

)WV x (Ax B) = (B.V)A— (AV)B + A(V.B) —

V Operadores de segunda ordem.

1) V. ﬁd) 0,0;¢0 = V?¢ Operador Laplaciano.
2)V X ng =0
3) (V X V) 0
)WV x (VxV)=V(V.V)-V2V.

U:Jl Qu

=1

\.—/lal
5]/1
s

.
<|l<|

1.2.5 Teoremas fundamentais para operadores diferenciais.

1)Gradiente:

/ab Vo .l = 6(7) — (7). (1.2.27)

Este teorema permite a interpretacao geométrica do gradiente. Tomando 7, proximo de 7, temos
que f; Vo dl = Vo.Ar = ArV¢.Ar, onde introduzimos o vetor unitario Ar = % . O teorema
acima leva a interpretacao

Vo.Ar = Jim W. (1.2.28)

Analisando a expressao acima verifique que vocé compreende a interprtacao: o gradiente é um
vetor que aponta na direcao de maxima variacao do escalar e cujo moédulo é a derivada do campo
ao longo dessa direcao.

2) Teorema da divergéncia:

/ V.V dr=¢ V.dS, (1.2.29)
v 5V
onde 0V ¢ a borda da regiao V. Este teorema permite a interpretacao geométrica da divergéncia:
- V.dS
TV = lim v (1.2.30)
V-0 Y



3) Teorema de Stokes:

/ VxV .d§*:f Vd, (1.2.31)
S éS

onde 0§ é a borda da superficies S. Este teorema permite a interpretacao geométrica do rotacional.
4)Propriedades de campos irrotacionais. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) V x F = 0 sobre uma regido simplesmente conexa V (regido simplesmente conexa: qualquer

curva fechada contém o seu interior na regido.)

b) [P F. dfindepende da trajetoria.

c)é F.dl = 0 sobre qualquer curva fechada.

d) F = —V¢ para algum ¢.
obs: (¢ +constante) gera o mesmo campo que ¢.
B)Propriedades de campos solenoidais. As seguintes afirmagcoes sao equivalentes:

a)ﬁ F = O em uma regéo simplesmente conexa.

d) V X W para algum w.
obs: W' =W + ng gera 0 Mesmo campo que W,
6) Teorema de Helmholtz:
Procuraremos construir a teoria do electromagnetismo nos baseando no teorema de Helmholtz:
Se V.F = pe VxF=1J (e portanto V.J =0 ) sdo conhecidos e decrescem no infinito mais
rapidamente que 1/r% e se F se anula no infinito entdo o campo vetorial F' estd univocamente
determinado em termos de suas fontes como

F=-VU+VxW (1.2.32)
onde . )
P 3,/
il 1.2.33
v | AT ( )
e

1 7 4,
1At

%1

(1.2.34)

com A7 =7 — 7.

1.3 Funcao delta de Dirac

E extremamente ttil para o electromagnetismo ter nocoes mesmo que rudimentares de teoria das
distribuicoes, pelo menos da distribuicao conhecida como "funcao delta de Dirac". Para comecar
ela ndo é uma funcao ! No entanto na maioria das vezes pode ser tratada como se fosse uma
fungdo. Para motivar imagine uma distribuicao volumétrica de cargas de densidade p,, (7). Esta
distribuicao de cargas estd concentrada num volume contido num raio ry em torno da origem e
tém valor total para a carga ¢. Assim p,,(7) = 0 se r > rg e [}, p,,d°r = ¢ se a regiao V contém
a bola de raio ry em torno da origem. A questdo é saber qual a funcao densidade de cargas no



limite em que 7o — 0. Este limite nao existe como fun¢ao mas existe como funcao generalizada
ou distribuicao.

Vamos tomar inicialmente o caso unidimensional, em que a funcao delta tem como argumento
somente uma variavel escalar. A funcao delta de Dirac sera definida pelas propriedades:

d(zx) = Oparaxz#0e (1.3.1)

/b d(z)dr = 1 para quaisquer nimeros a e b positivos. (1.3.2)
—a

Podemos imaginar a fungao delta como o limite quando um parametro € vai a, digamos, zero
de uma funcao de x que depende de € também e que é muito grande em torno de x = 0 e se anula
essencialmente fora deste entorno quando é tomado o limite. Quando ¢ — 0 a regiao em torno
de x = 0 para o qual a funcao difere substancialmente de zero fica cada vez mais estreita, ou seja
valem as regras:

h_r)n0 de(z) = 0 paraxz #0, (1.3.3)
/'OO drd(zr) = 1. (1.3.4)

Desta maneira no limite quando € se anula valem as eqs. (1.3.1) e (1.3.2). Por exemplo poderiamos

tomar
se < —¢€

se —e<x<0
se O<z<e
se e<zx

(1.3.5)

mm‘& mm‘&

Uma conclusao que se tira é que se fazemos a integral do produto ponto a ponto da funcao
delta de Dirac por uma fun¢ao bem comportada (6(z)f(z)) esta integral no limite deve depender
apenas do valor da funcao em x = 0 ja que fora dai a delta vai se anular. Assim no limite quando
€ se anula pode-se substituir a funcao pelo se valor em x = 0 no integrando. Conclui-se assim que

/_ ba F(@)8(x)de = f(0). (1.3.6)

Pode-se expressar este resultado simplesmente como f(z)d(x) = f(0)d(z). Disto decorre em
especial xd(z) = 0. Note que o limite ¢ — 0 acima ndo existe como func¢ao no entanto o limite da
integral existe. No entanto a ideia basica da teoria das distribuicoes esta em que uma distribuicao
(a funcdo delta ¢ uma distribui¢do ) sera sempre integrada apds multiplica-la por uma funcao
teste, e o limite desta integral ¢ que deve existir. Por este principio uma distribuicao herda vérias
propriedades de funcoes comuns. Por exemplo, uma translacao no argumento de uma funcao afeta
o resultado de integrais da seguinte maneira. Se tomamos a translacdo de uma funcdo g(x) para
g(x — xp) uma integral desta nova func¢ao multiplicada por uma funcdo f(z) (fungao teste) serd
dada por

o0

/OO g(x — x0) f(x)dx = / g(') f (2" + xq)da'’ (1.3.7)

—00 —00
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onde fizemos uso da mudanca de varidvel de integracdo + — 2’. De modo anédlogo podemos
realizar uma translagao no argumento da delta, definindo a func¢ao generalizada §(z — () por meio
da propriedade

/OO Sz —xo)f(z)dr = /Oo O(x) f(x + xo)dz

J =00 —00

= f(zo). (1.3.8)

Podemos reescrever este resultado simplesmente como 6(x — x¢) f(z) = d(z — o) f(x0). Sempre
que vocé tiver alguma davida sobre o comportamento da funcao delta de Dirac recorra
a integral do produto desta por uma funcdo bem comportada g(z) (fungdo teste) e
interprete o resultado.

Chega-se por este caminho a uma série de propriedades importantes da delta de Dirac:

1) f(z)d(x) = f(0)0(x).

2)0(kx) = |%(5(95)

Ezercicio: éemonstre esta formula realizando a mudanca de varidveis adequada na integral
definidora da delta.

3)0(f(x) = X., %, onde x, sdo as raizes, para as quais f(z,) = 0. A demonstracao
desta propriedade segue um argumento semelhante ao da anterior, se separamos as integrais nas
contribuicoes do entorno de cada raiz.

4)-L0(z) = §(x). Aqui a funcio 0 vale 1 para z > 0 e 0 para = < 0.

dx
Egercicio: Demonstre integrando por partes que [ (<6(x)) f(z)dz = —f'(0).
Demonstre também que x-L5(x) = —§(x).

Podemos agora generalizar para uma fun¢ao delta com argumento vetorial:

00,7 =0
5(F) _{ D) (1.3.9)
e
/ d*ré(7) =1 se V inclui a origem. (1.3.10)
.

Uma carga pontual concentrada em 7 = 7 serd representada por uma densidade de carga
p(r) = qb(F" — 7o)

Ezxercicio: Qual a densidade de carga associada a um tridngulo equildtero de lado L no plano
zy primeiro quadrante (T e y positivos) com um vértice na origem e uma aresta sobre o eixo T, que
porta carga q na origem e —q nos outros vértices?

Um resultado importante que utilizaremos seguidamente é que:

= 7? = TA’
V(T—3) = V(ﬁ) = 47 (7) (1.3.11)
Demonstrag¢ao : Para 7 # 0 o cdleulo direto das derivadas mostra que a divergéncia se anula.
Para saber seu "valor"na origem realizamos uma integral sobre uma regidgo em torno da origem e
ulilizamos o teorema da divergéncia:
= T T - T
[ Vhdr =4 LdS = § i a0 = fao—ar (1.3.12)
v o VT r
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Obtemos entao, também, que

V2= = —476(7) (1.3.13)

ou generalizando

Vv? = —47mo(F — 7). (1.3.14)

Utilizando a funcao delta de Dirac podemos agora demonstrar o teorema de Helmholtz:
Parte 1) Verificar que a expressao dada é solugdo do problema.

-

V.F=V.(-VU)+ V.V x W. (1.3.15)

J& que o segundo termo se anula ficamos com

N AR v _ QP()
V.F— V2 — 4ﬂ/v ’Aﬂdr

= o /,0 — 4o (7 — 7> = p(7).
A demonstracao de que eVxF = fsegue exatamente a mesma linha se usamos que V X (6 X
W) = —V?W ja que V(V.IW) ndo contribui, pois

- L L1
VAT /J(F’)V((ST)d?’r’:—/ J(7).¥ ’(M>d3r’

g () g e

Mas conforme notamos no teorema de Helmholtz V.J = 0. O termo restante pode ser transfor-
mado em integral de superficie utilizando o teorema da divergéncia, e, devido ao comportamento
assintotico no infinito das solucoes, ele também se anula.

Parte 2) Verificar unicidade da solugao : Para isto suponha duas solugdes distintas para as fontes
dadas. Chamemos de V a diferenca entre elas. Entao V serd um campo vetorial de rotacional
e divergente nulos. Pelos teoremas que vimos duas secoes atras ele pode ser expresso como o
gradiente de um campo escalar que satisfaz & equacao de Laplace. Estudaremos mais adiante
teoremas de unicidade para a equacao de Laplace. No nosso caso devido ao comportamento no
infinito as condigoes de unicidade levarao a que o campo 1% seja nulo. Ou seja nao é possivel ter
duas solucoes distintas e a solucao apresentada é tnica.

1.4 Sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais

No nosso curso estaremos interessados em utilizar principalmente os sistemas de coordenadas
cartesiano, esférico e cilindrico. No entanto a equacao de Laplace é separdvel em um ntimero
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maior de sistemas de coordenadas o que motiva fazer uma apresentacao mais geral de sistemas
de coordenadas generalizados ortogonais. Assim chamamos de x;, i = 1, 2 ou 3, as coordenadas
do sistema cartesiano. Um conjunto de coordenadas z) tal que todos os z; sejam funcgoes das
novas coordenadas e vice-versa define um sistema de coordenadas generalizadas. A condicao de
ser uma sistema ortogonal é alcancada se as curvas obtidas fixando duas das novas coordenadas e
variando a terceira forem ortogonais a curvas obtidas por outra escolha da variavel que variamos.
Um deslocamento infinitesimal de posicao pode ser escrito em coordenadas cartesianas como

47 = du;é; (1.4.1)

Expressando este mesmo deslocamento em termos das novas coordenadas teremos

o 5 (1.4.2)

J

dF =

Para encontrar um vetor deslocamento infinitesimal na direcao de crescimento da coordenada
xg vamos fazer dx; = ¢ mantendo fixas as outras coordenadas x;,. Chamemos este deslocamento

de Af;:

81’2' R

= e—0r-
J /
3xj

e notemos que este vetor em geral depende da posicao. A condicao de que o sistema e coordenadas
seja ortogonal se expressa como a condicao de que os vetores AF; e A7) sejam ortogonais para
quaisquer j e [ distintos.

L 0X,. 0X),.  0X,0X,.  0X,0X,

ox, " 0x; T ol 0w "N T oa, o (1.44)
O modulo do deslocamento infinitesimal AfF;- se escreve como
AT = S. S. em ] (1.4.5)

onde introduzimos as funcoes de escala h; que sao fungoes da posicao. FEstas fungoes sao os
instrumentos bésicos para expressar os operadores diferenciais no sistema de referéncia curvilineo.
Observe que em func¢ao da ortogonalidade podemos escrever um deslocamento genérico como

AF =" hdal@, (1.4.7)
J
dessarte:

Ar? =" h2da!?. (1.4.8)
J

Para obter a expressao do gradiente em termos de seus componentes nas novas dire¢oes, pode-
mos utilizar que sob uma variagao arbitraria infinitesimal teremos:
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Vo(r) = 0x;0;0
= 02)0,¢ = 6.V . (1.4.9)

Levando agora em consideragdo a equacao (1.4.7 )identificamos o componente do gradiente na
dire¢ao dos novos eixos como

- 1
Vio = -0i0. (1.4.10)
De modo semelhante a expressao da divergéncia pode ser obtida de
N o i i

Se calculamos o fluxo para fora de um cubo formado por variagoes infinitesimais nas direcoes
de cada coordenada x} se pode mostrar que

= o (13
V.V = h328< ) (1.4.12)

onde h? = hyhyhs.
De modo semelhante partindo da equagao

7{ Vdf:/ﬁ x V.dS, (1.4.13)
65 S
se chega a
(Vxv) =% 6;;3’% 3, (Vihy). (1.4.14)
7.k

Ezxercicio: mostre que em um sistema de coordenadas ortogonal qualquer a expressao do Lapla-
ciano € dada por

h30.¢
Vi = 5 Z&( » ) (1.4.15)
Os sistemas de coordenadas mais utilizados por nés serao o esférico, para o qual temos
=1 xh,=10, af=2¢ (1.4.16)
hi =1, hy=7r, hz=rsinb, (1.4.17)
e o cilindrico, com
=7, th=¢, xh==z (1.4.18)
h1 = 1, hg =T, h3 =1. <1419)

E um bom exercicio partir das expressoes gerais acima discutidas e obter as formas dos operadores
diferenciais nestes dois sistemas de coordenadas.
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